
The Jordan Normal Form

我们讨论复数域 ℂ (或者任意代数闭域)上的 𝑛阶方阵 𝐴的对角化问题，这也可以等价于研究线
性变换 𝒜 ∶ 𝑥 ↦ 𝐴𝑥 在何組基下有最简单的矩阵表示。代数闭的条件是为了保证我们所考虑的多项
式总可以分解为一次因式乘积。比如可以将矩阵 𝐴的特征多项式 𝑝char(𝑥) = det (𝑥𝐼 − 𝐴)因式分解为
𝑝char(𝑥) = ∏𝑠

𝑗=1(𝑥 − 𝜆𝑗)𝑛𝑗，这里 {𝜆𝑗 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑠}是 𝐴的特征多项式组成的集合，称为谱，𝑛𝑗 是特征
值 𝜆𝑗 的代数重数，满足∑𝑠

𝑗=1 𝑛𝑗 = 𝑛。除了特征多项式，零化多项式也是刻画矩阵性质的有利工具。

零化多项式

Definition 1 零化多项式和最小零化多项式。 非零多项式 𝑝(𝑥) 称为矩阵 𝐴 的零化多项式，如果
𝑝(𝐴) = 0。次数最小且首项系数为 1的零化多项式称为矩阵 𝐴的最小零化多项式。
Note:任一零化多项式必被最小零化多项式整除。

Proposition 2 最小零化多项式必然存在且唯一。

Proof:显然，所有 𝑛阶方阵组成的线性空间的维数是 𝑛2，所以 𝐼 , 𝐴, 𝐴2, … , 𝐴𝑛2不可能线性无关，即至少
存在一个次数不高于 𝑛2的多项式 𝑝(𝑥)满足 𝑝(𝐴) = 0。用数学归纳法可以证明最小零化多项式必然存
在，记为 𝑝min，若其不唯一，则存在 𝑝′min也是首项系数为 1的零化多项式，且 deg 𝑝min = deg 𝑝′min，但

此时 𝑝min−𝑝′min也是零化多项式，且次数小于 𝑝min，与 𝑝min是最小零化多项式矛盾，故 𝑝min = 𝑝′min.

■

Proposition 3 最小零化多项式的根与特征多项式的根完全重合。设 𝑝min, 𝑝char分别为矩阵 𝐴的最
小零化多项式和特征多项式，则 𝑝min(𝜆) = 0当且仅当 𝑝char(𝜆) = 0.
Proof:先证明 𝑝min(𝜆) = 0可推出 𝑝char(𝜆) = 0。设 𝑝min(𝐴) = (𝐴−𝜆𝐼 )𝑓 (𝐴)，由最小零化多项式定义知，
存在 𝜂 ∈ ℂ𝑛，使得 𝑓 (𝐴)𝜂 ≠ 0但 𝑝min(𝐴)𝜂 = 0，这表明 𝐴𝑓 (𝐴)𝜂 = 𝜆𝑓 (𝐴)𝜂，所以 𝜆是 𝐴的特征值。然
后证明 𝑝char(𝜆) = 0可推出 𝑝min(𝜆) = 0。设 𝐴𝜂 = 𝜆𝜂，则 𝐴𝑘𝜂 = 𝜆𝑘𝜂, ∀𝑘 ∈ ℕ，这表明任给多项式 ℎ(𝑥)，
都有 ℎ(𝐴)𝜂 = ℎ(𝜆)𝜂，自然就有 𝑝min(𝜆)𝜂 = 𝑝min(𝐴)𝜂 = 0，所以 𝑝min(𝜆) = 0. ■

因为 𝑝min 与 𝑝char 有相同的根，所以我们可以类似地假设 𝑝min(𝑥)可因式分解为∏𝑠
𝑗=1(𝑥 − 𝜆𝑗)𝑟𝑗，

这里 𝑟𝑗 称为特征根 𝜆𝑗 的指数，它和之前提到的代数重数 𝑛𝑗 有着密切的联系。

Lemma 4 设多项式 𝑝1(𝑥)与 𝑝2(𝑥)互素，则 ker 𝑝1(𝐴)𝑝2(𝐴) = ker 𝑝1(𝐴) ⊕ ker 𝑝2(𝐴).
Proof: 首先证明 ker 𝑝1(𝐴) 与 ker 𝑝2(𝐴) 不相交。因为 𝑝1 与 𝑝2 互素，所以存在多项式 𝑓 , 𝑔 使得 𝐼 =
𝑓 (𝐴)𝑝1(𝐴) + 𝑔(𝐴)𝑝2(𝐴)。若 𝛼 ∈ ker 𝑝1(𝐴) ∩ ker 𝑝2(𝐴)，则有 𝛼 = 𝑓 (𝐴)𝑝1(𝐴)𝛼 + 𝑔(𝐴)𝑝2(𝐴)𝛼 = 0，所
以 ker 𝑝1(𝐴)与 ker 𝑝2(𝐴)不相交。而 ker 𝑝1(𝐴) ⊕ ker 𝑝2(𝐴) ⊆ ker 𝑝1(𝐴)𝑝2(𝐴)是显然的，所以只需证明
ker 𝑝1(𝐴)𝑝2(𝐴) ⊆ ker 𝑝1(𝐴) ⊕ ker 𝑝2(𝐴)。设 𝛼 ∈ ker 𝑝1(𝐴)𝑝2(𝐴)，则有 𝛼 = 𝑓 (𝐴)𝑝1(𝐴)𝛼 + 𝑔(𝐴)𝑝2(𝐴)𝛼，
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而 𝑓 (𝐴)𝑝1(𝐴)𝛼 ∈ ker 𝑝2(𝐴), 𝑔(𝐴)𝑝2(𝐴)𝛼 ∈ ker 𝑝1(𝐴)，所以 𝛼 ∈ ker 𝑝1(𝐴) ⊕ ker 𝑝2(𝐴). ■

Theorem 5 全空间可分解为若干个不变子空间的直和。ℂ𝑛 = ⨁𝑠
𝑗=1 ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗，而且每个 ker (𝐴−

𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 都是 𝐴的不变子空间，即任给 𝛼 ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗，都有 𝐴𝛼 ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 .
Proof:显然，𝑝𝑗(𝑥) ≔ (𝑥 − 𝜆𝑗)𝑟𝑗 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑠彼此互素，又∏𝑠

𝑗=1 𝑝𝑗(𝑥) = 𝑝min(𝑥)，反复使用 Lemma 4

即得原命题结论。 ■

广义特征向量

Definition 6 广义特征向量。非零向量 𝛼 称为矩阵 𝐴 属于特征值 𝜆𝑗 的 𝑘 阶广义特征向量，如果
(𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘𝛼 = 0，但 (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘−1𝛼 ≠ 0。显然，在这种定义下，特征向量是一阶广义特征向量。
Note: Jordan链。设 𝛼 是属于 𝜆𝑗 的 𝑘 阶广义特征向量，那么 𝛼, (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝛼, (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )2𝛼, … , (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘−1𝛼
称为由 𝛼 生成的 Jordan链，可以证明，Jordan链内的向量彼此线性无关，属于不同特征值的 Jordan

链彼此线性无关。

Proposition 7 设特征值 𝜆𝑗 的指数为 𝑟𝑗，则 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 ) ⫋ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )2 ⫋ … ⫋ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 =
ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗+1 = …，即有 ⋃∞

𝑟=1 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟 = ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 .
Proof: ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 ⊆ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘+1, ∀𝑘 ∈ ℕ的包含关系是显然成立的。
我们先证明 ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 = ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗+1。任给 𝛼 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗+1，设 𝑝min(𝑥) = (𝑥−𝜆𝑗)𝑟𝑗 𝑓 (𝑥)，由

Lemma 4知，存在 𝛼1 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 和 𝛼̃ ∈ ker 𝑓 (𝐴)使得 𝛼 = 𝛼1+𝛼̃，这表明 𝛼̃ = 𝛼−𝛼1 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗+1，
从而有 𝛼̃ ∈ ker 𝑓 (𝐴)∩ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗+1，但是 𝑓 (𝑥)与 (𝑥−𝜆𝑗)𝑟𝑗+1互素，所以 𝛼̃ = 0，𝛼 = 𝛼1 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗。

然后证明 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 ⫋ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗。如若不然，则有 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 = ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗，
这表明 ℂ𝑛 = ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 ⊕ ker 𝑓 (𝐴)，结合 Lemma 4可知 (𝑥 − 𝜆𝑗)𝑟𝑗−1𝑓 (𝑥)是 𝐴的零化多项式，与
(𝑥 − 𝜆)𝑟𝑗 𝑓 (𝑥)是 𝐴的最小零化多项式矛盾。

最后证明 ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 , 𝑘 = 1, 2, … , 𝑠确实逐步扩大。因为 ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 ⫋ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗，所以存
在 𝛼 ≠ 0使得 (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗𝛼 = 0但 (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1𝛼 ≠ 0，从而有 (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝛼 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 \ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−2，
类似地，(𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )2𝛼 ∈ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−2 \ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−3, …，所以 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 ⫌ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 ⫌
⋯ ⫌ ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 ). ■

Note:⋃∞
𝑟=1 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟 是所有属于 𝜆𝑗 的广义特征向量组成的线性空间，此命题表明，若 𝜆𝑗 的指数

为 𝑟𝑗，则 ∀𝑘 ⩽ 𝑟𝑗，都必然存在属于 𝜆𝑗 的 𝑘阶广义特征向量。∀𝑘 > 𝑟𝑗，必然不存在属于 𝜆𝑗 的 𝑘阶广义
特征向量。

Proposition 8 特征值指数与代数重数的关系。设矩阵 𝐴特征值 𝜆𝑗 的指数为 𝑟𝑗，代数重数为 𝑛𝑗，则
有 dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 = 𝑛𝑗 ⩾ 𝑟𝑗 .
Proof:记 𝑉𝑗 = ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 , 𝑛′𝑗 = dim 𝑉𝑗。由 Theorem 5知，ℂ𝑛 = ⨁𝑉𝑗，所以∑𝑛′𝑗 = 𝑛。设 𝐴在限制
在不变子空间 𝑉𝑗 上有矩阵表示 𝐴𝑗，容易看出 𝐴𝑗 是 𝑛′𝑗 阶方阵，且只有 𝜆𝑗 一个特征值，即 𝐴𝑗 的特征
多项式为 (𝑥 − 𝜆𝑗)𝑛

′𝑗。由 𝐴𝑗 与 𝐴之间的关系知 𝐴𝑗 的特征多项式是 𝐴的特征多项式的因式，所以 𝑛′𝑗
必然小于等于几何重数 𝑛𝑗。结合前面已证的∑𝑛′𝑗 = ∑𝑛𝑗，就有 𝑛′𝑗 = 𝑛𝑗 , ∀𝑗 = 1, 2, … , 𝑠。

设 𝛼 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 是属于 𝜆𝑗的 𝑟𝑗阶广义特征向量 (这样的 𝛼一定是存在的，参见 Proposition 7)，

则 𝛼, (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝛼, (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )2𝛼, … , (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1𝛼 ∈ ker (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗，设 𝑐1𝛼+𝑐2(𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝛼+⋯+𝑐𝑟𝑗 (𝐴−𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1𝛼 = 0，
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用 (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗−1 作用等式两边可得 𝑐1 = 0，接着用 (𝐴 − 𝜆𝐽 𝐼 )𝑟𝑗−2 作用等式两边可得 𝑐2 = 0，反复用
(𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )的数次幂作用可知 𝑐𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, … , 𝑟𝑗，所以 ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 有 𝑟𝑗 个线性无关的向量，所以
dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑟𝑗 ⩾ 𝑟𝑗 . ■

Note:属于 𝜆𝑗 的所有广义特征向量组成的线性空间的维数等于 𝜆𝑗 的代数重数。一般地，我们还可以
定义 𝜆𝑗 的几何重数 𝑚𝑗 = dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )。显然，属于 𝜆𝑗 的所有特征向量组成的线性空间的维数等
于 𝜆𝑗 的几何重数。自然地，𝑛𝑗 ⩾ 𝑚𝑗，当且仅当 𝑟𝑗 = 1时取等号。

Theorem 9 Cayley-Hamilton定理。给定 𝑛阶方阵 𝐴，设 𝑝char = det (𝑥𝐼 −𝐴)是 𝐴的特征多项式，则必有
𝑝char(𝐴) = 0，即特征多项式必是零化多项式。
Proof:结合 Proposition 3和 Proposition 8知最小零化多项式可整除特征多项式，原命题得证。 ■

Jordan标准型

Definition 10 Jordan块和 Jordan型矩阵。 𝑘阶上三角矩阵 𝐽𝑘(𝜆)称为 𝑘 × 𝑘大小的 Jordan块，如果其具

有形式

𝐽𝑘(𝜆) = 𝜆𝐼 + 𝑁 =

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

𝜆 1 0 ⋯ 0 0
𝜆 1 ⋯ 0 0

𝜆 ⋯ 0 0
⋱ ⋮ ⋮

𝜆 1
𝜆

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

(1)

由 Jordan块组成的分块对角矩阵称为 Jordan型矩阵，即其具有形式

𝐽 =
⎛
⎜
⎜
⎜
⎝

𝐽𝑘1(𝜆1)
𝐽𝑘2(𝜆2)

⋱
𝐽𝑘𝑚 (𝜆𝑚)

⎞
⎟
⎟
⎟
⎠

(2)

Note:
i) 𝑘 × 𝑘大小的 Jordan块 𝐽𝑘(𝜆)的最小零化多项式与特征多项式均为 (𝑥 − 𝜆)𝑘，且 𝑁 = 𝐽𝑘(𝜆) − 𝜆𝐼
是幂零矩阵，幂零指数为 𝑘.

ii) Jordan 型矩阵中不同的 Jordan 块也可能有相同的主对角元 𝜆。这是因为两个 𝑘 × 𝑘 大小的
Jordan块构成的对角矩阵并不能视为一个 2𝑘 × 2𝑘 大小的 Jordan块。

iii) Jordan链 𝑢, (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑢, … , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑘−1𝑢张成的线性空间是线性变换 𝒜 的不变子空间，且
𝒜 在这组基下的矩阵表示是 𝑘 × 𝑘 大小的 Jordan块 𝐽𝑘(𝜆).

iv) 线性变换𝒜 在某組基下的矩阵表示是 Jordan型矩阵 diag {𝐽𝑘1(𝜆1), 𝐽𝑘2(𝜆2), … , 𝐽𝑘𝑚 (𝜆𝑚)}当且仅
当这组基由 𝑚条 Jordan链组成，

𝑢𝑖 , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑢𝑖 , … , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑘𝑖−1𝑢𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚. (3)

Theorem 11 The Jordan normal form. 复数域 ℂ上的任意 𝑛阶方阵 𝐴都相似于某个 Jordan型矩阵 𝐽，称其
为 𝐴的 Jordan标准型。亦即，对任一 ℂ𝑛 ↦ ℂ𝑛的线性变换 𝒜 而言，都存在 ℂ𝑛的一组基，使得 𝒜 在
此基下的矩阵表示是 Jordan型矩阵。



September 22, 2020 The Jordan Normal Form 4

Proof:由 Theorem 5知，全空间 ℂ𝑛 可分解为若干个 𝒜 的不变子空间的直和，且 𝒜 在每个不变子空
间上都只有一个特征值。故不妨设欲证命题中的线性变换 𝒜 只有一个特征值 𝜆.
用强归纳法证明定理对所有 𝑛维复空间上的线性变换成立。显然，𝑛 = 1时定理成立。现假设定

理对所有定义在维数小于 𝑛的复空间上的线性变换成立。容易看出，(𝒜 − 𝜆ℐ )的值域 img (𝒜 − 𝜆ℐ )
是 𝒜 不变子空间。因为 𝜆是 𝒜 的特征值，所以 dim img (𝒜 − 𝜆ℐ ) = 𝑛 − dim ker (𝒜 − 𝜆ℐ ) < 𝑛。由归
纳假设知，img (𝒜 − 𝜆ℐ )存在如下形式的一组基

𝑢𝑖 , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑢𝑖 , (𝒜 − 𝜆ℐ )2𝑢𝑖 , … , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑘𝑖−1𝑢𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚. (4)

因为 𝑢𝑖 ∈ img(𝒜 − 𝜆ℐ )，所以存在向量 𝑣𝑖 使得 𝑢𝑖 = (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑣𝑖。设有常数 𝛼𝑖,𝑗 使得
𝑚
∑
𝑖=1

𝑘𝑖
∑
𝑗=0

𝛼𝑖,𝑗(𝒜 − 𝜆ℐ )𝑗𝑣𝑖 = 0 (5)

用 (𝒜−𝜆ℐ )作用等式两边，因为向量組 Equation 4是线性无关的，所以 𝛼𝑖,𝑗 = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚, 0 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑘𝑖−1。
同理，因为 (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑘𝑖𝑣𝑖 是 img (𝒜 − 𝜆ℐ )的基向量，所以 𝛼𝑖,𝑘𝑖 = 0, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚。故向量組

𝑣𝑖 , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑣𝑖 , , (𝒜 − 𝜆ℐ )2𝑣𝑖 , , … , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑘𝑖𝑣𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚 (6)

线性无关。将此向量組扩充为 ℂ𝑛 的一组基，记加入的基向量为 𝑤̃𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑡。因为 (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑤̃𝑖 ∈
img (𝒜 − 𝜆ℐ )，设

(𝒜 − 𝜆ℐ )𝑤̃𝑖 =
𝑚
∑
𝑖=1

𝑘𝑖−1
∑
𝑗=0

𝛼𝑖,𝑗(𝒜 − 𝜆ℐ )𝑗𝑢𝑖 = (𝒜 − 𝜆ℐ )
𝑚
∑
𝑖=1

𝑘𝑖−1
∑
𝑗=0

𝛼𝑖,𝑗(𝒜 − 𝜆ℐ )𝑗𝑣𝑖 . (7)

记 𝑤̂𝑖 = ∑∑𝛼𝑖,𝑗(𝒜 − 𝜆ℐ )𝑗𝑣𝑖 , 𝑤𝑖 = 𝑤̃𝑖 − 𝑤̂𝑖，则可看出 𝑤𝑖 ∈ ker (𝒜 − 𝜆ℐ )是 𝒜 的特征向量。
综上，向量組

𝑣𝑖 , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑣𝑖 , , (𝒜 − 𝜆ℐ )2𝑣𝑖 , , … , (𝒜 − 𝜆ℐ )𝑘𝑖𝑣𝑖 , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑚, 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑡 (8)

是 ℂ𝑛 的一组基，且线性变换 𝒜 在此基下的矩阵表示是 Jordan型矩阵。 ■

Note:特征值的指数、几何重数和代数重数与 Jordan标准型的联系。 Jordan标准型中特征值 𝜆𝑗 在主对
角线上出现的次数等于其代数重数，以 𝜆𝑗 为主对角线元素的 Jordan块的个数等于其几何重数，以 𝜆𝑗
为主对角线元素的阶数最高的 Jordan块的阶数等于其指数。举例来说，若 𝐴的 Jordan标准型为

⎛
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

3 1 0 0 0
3 1 0 0

3 0 0
3 1

3

⎞
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

,

那么特征值 𝜆 = 3的代数重数，几何重数、指数分别为 5, 2, 3.

Proposition 12 Jordan标准型的唯一性。矩阵 𝐴的 Jordan标准型 𝐽 中 1 × 1大小的 Jordan块 𝐽1(𝜆𝑗)的
个数为 2dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 ) − dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )2，而一般的 𝑘 × 𝑘 大小的 Jordan块 𝐽𝑘(𝜆𝑗)的个数为

2dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 − dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘+1 − dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘−1, 𝑘 ⩾ 2. (9)

由此可知，在忽略 Jordan块排列顺序的条件下，Jordan标准型是唯一的。
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Proof:记以 𝜆𝑗 为主对角线元素的 Jordan块共有 𝛽𝑗 个, 𝑘 × 𝑘 大小的 Jordan块 𝐽𝑘(𝜆𝑗)有 𝛽𝑗(𝑘)个，仔细
观察 Jordan型矩阵的形式不难发现以下事实

dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 ) = 𝛽𝑗
dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )2 − dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 ) = 𝛽𝑗 − 𝛽𝑗(1)

⋯⋯
dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘+1 − dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 = 𝛽𝑗 − (𝛽𝑗(1) + 𝛽𝑗(2) + … + 𝛽𝑗(𝑘)).

这可以理解为：dim ker (𝐴 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 等于矩阵 (𝐽 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 中元素全为 0的列的数目，而 (𝐽 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘+1 比
(𝐽 − 𝜆𝑗 𝐼 )𝑘 多出来的全零列仅来源于维数大于 𝑘 的 Jordan块。 ■

Summary

我们以零化多项式为切入点，引入了最小零化多项式的概念，并证明了最小零化多项式与特征多项

式有完全相同的根，将特征值在后者中的重数称为代数重数，在前者中的重数称为指数。然后介绍了

十分好用的结论 Lemma 4，借此指出全空间可分解为若干个不变子空间的直和。接着我们介绍了广

义特征向量和 Jordan链的定义，讨论了各阶广义特征向量所张成的线性空间是如何逐步扩大的，并

证明了代数重数是不小于指数的，即最小零化多项式可整除特征多项式。这也是 Cayley-Hamilton定

理所表述的内容。最后我们给出了 Jordan型矩阵的定义，证明了任一方阵都与某个 Jordan型矩阵相

似，并且在某种意义上这个 Jordan型矩阵还是唯一的。


